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Exercice: 1.
1. Soient E le R-espace vectoriel des fonctions dérivable de R dans R et a € RR.
Montrer que f — f'(a) est une forme linéaire sur E.
2. Soient F le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R et g € F.
Montrer que f — fol f(t)g(t)dt est une forme linéaire sur E.

Correction exercice 1.

1) Soient f1, f, deux éléments de E et & € R.
On pose

E —- R
f = @(P)=fl(a).
p(afi+ f2) = (afi + f2)/(a) = afi(a) + f(a) = ap(f1) + ¢(f2).

2) Soient fy, f et g des éléments de F et « € IR.
On pose

Q :

¢ : F - R
f oo o) = [ Fsto

¢wﬁ+b)=lfwh+hﬂﬂﬁﬁhifwﬁMﬂﬂ+ﬁwﬂmﬂ
= “/()lfl(f dt+/ fa(t)g(t)dt = a¢p(f1) + ¢(f2)-

Exercice: 2.

Soient n un entier > 1 et R,[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré< n et ¢ 'application
définie par :

¢ RyX] - R
1
P q)(P):/O P(t)dt.

1. Montrer que R,[X] est un R-espace vectoriel, déterminer sa dimension.
2. Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].
3. Pour chaquei € 0,1, ..., n, soit 'application définie par :

¢ : Ra[X] — R
P o (pi(P):P(%).

Montrer que Vi € 0,1, ..., n, ¢; est une forme linéaire sur R, [X] et que (o, 1, ..., pn) est une base de
(Rn[X])".



n .
4. En déduire qu'il existe des scalaires ag, ay, ..., a tels que VP € R,[X], fol P(t)dt = Y a;P (%)
i=0
Correction exercice 2.
1) Ry[X] = {P, /P =ag+ a1 X + aX? + ... +a, X"} est un espace vectoriel (facile a vérifier) de base
{1,X,X?,..., X"} et de dimension n + 1.
2) On montre que (AP + Q) = Ap(P) + ¢(Q) pour tous P,Q € R,[X] et A € R.
3) Pour chaque i, 1 < i < nl'application ¢; est linéaire (1 vérifier)
Montrons que (@o, 1, ..., Pn) est une base de (R, [X])*.
Soient np, &1, ..., &y dans R tels que agpo + w191 + ... + a, ¢, = 0.
Onaagpo + a1¢1 + ... + anpy = 0 = (ao@o + a1¢1 + ... + a4 9,)(P) = 0.
= agpo(P) + quvl(P) bt wy@n(P) = 0 = agP(0) + a1P(3;) + ... + &, P(1) = 0.
Prenons P = (X — 1)(x — 1) (X — =Ly (X —1).
deg(P) = n et P(H) P(%) =..=P(1)=0,P(0) #0 = ay = 0.
Sion prend P(x) = X(X — %)(X — 3)..(X — 1), on trouve ay = 0.
Conclusion (@g, @1, ..., ¢n) forment une base de (R, [X])*.
4) Ona ¢ = agpo + a191 + ... + ayPy.

VP, @(P) = aopo(P) +a191(P) + ... + an@u(P).
1 P(t)dt = g(P) = ;O a;9;(P) = ‘go a;P(L) = agP(0) + a1 P(1) + ... + a,P(n).

Exercice: 3.
Soient By et B deux bases d'un K-espace vectoriel E et P la matrice de passage de B et Bs.
Déterminer la matrice de passage de B} a B;.

Correction exercice 3.

Soit u : E — E application linéaire et 'u : E* — E*, @ —! u(p) = @ o u transposé de u.

Soient By = (e, €, ...,en), P2 = (f1, f2, .., fn) deux bases de E et B} = (e7,e3,...,e5,) et B3 = (f1, f5, - fir)
les bases duales de 31 et B;.

Soient A = Mat(u, B1) et B= Mat(u,B2) = P~ AP avec P = Pass(B1 — B2).

Ona'B = Mat('u, B3).

tp =t (P71AP) =t (AP)!(P~1) =t PLAY(P~Y) = Mat('u, B — p%) = (P71).

Exercice: 4.

1. On considere I'espace vectoriel E = R3
Montrer dans chaque cas que les vecteurs eq, ey et e3 forment une base de E et calculer leur base duale.

a) e = (1,0,-1),ep = (—=1;,—-1;2),e3 = (—2;1; -2).
b) e1 = (1,0;0),e2 = (1,1,0),e3 = (0;1;1).
c) eg=(1,1,0),ep =(0;1;1), e3 = (1;1;1).

2. Dans chaque cas, montrer que les formes linéaires fi1, fy et f3 forment une base de E* puis calculer leur
base préduale.

a) 1=11-1), L=(1-11), = (L11).
b) f1=(1,2;,3), 2 =1(2;3;4), f3 = (3;4,6).
c f1=(011), ,=(1,0;1), 3 =(1,1,0).

Correction exercice 4.
1) Les bases duales :




a) e>1k = (O/ _21_1)/ 6; = (%1/ %4/ %l) et 6; = (%1/ %1/ %l)
b) et =(1,-1,1),¢5 = (0,1,—1) et et = (0,0,1).

c)ef=1(0,1,-1),e5 =(—1,1,0)ete; = (1,-1,1).
2 Les bases préduales :
) fi=207) ;=70 etf;=(0737)

b) fi = (-2,0,1), f; = (0,3,=2) et f¥ = (1,-2,1).

-1 1 1 1 —1 1 11 -1
o fi=(z.23)H=G3ef;=(3737)
Exercice: 5.

Soit E I'espace vectoriel des polyndmes des degrés < 3 a coefficients réels.
On considere les formes linéaires f1, fa, f3 et fa définies par :

VP € E, fi(P) = P(0), f2(P) = P(1), f3(P) = P(0), et fu(P) = P'(1).
1. Montrer que B* = (f1, f2, f3, fa) est une base de E*.
2. Déterminer la base B de E préduale de B*.

3. Soit f la forme linéaire sur E définie par :

1

VP € E, f(P)= / P(t)dt.

0

Déterminer les composantes de f dans la base B*.

Correction exercice 5.

1) Montrerons que B* = (f1, fa, f3, fa) est une base de E*.
Onadim(B*) = (f1, f2, f3, fa) = 4 = dim(E).
Donc il suffit de montrer que (f1, fa, f3, fa) est libre.

4
Soient (aq,ap, a3, 04) € R* tels que Y w;if; =0,a-t-ona; =0pouri=1,..,4.
i—1

Ona¥P € E, arfy(P) + asfo(P) + asfs(P) + aufu(P) = O.
Pour P(x) = X'(X — 1), P'(x) = 3X? —2X,0na P(0) = P(1) = P/(0) =0et P'(1) =1 = ag = 0.

Pour P(x) = X(X —1)%,P'(x) =3X? —4X +1,0na P(0) = P(1) = P'(1) = 0et P'(0) =1 = a3 = 0.

1 1 1
Pour P(x) = §X3 - E,P'(x) = X?—X,onaP(0)=P'(0)=P'(1)=0et P'(1) = ¢~ =0
1 41 1 1
Pour P(x) = §X3§X2 + 6,P’(x) = X?—X,onaP(1) = P'(0) = P'(1) = 0et P(0) = c = =0

D’out B* est une base de E.

2) Déterminons la base B de E préduale de B*. )
Soit (Py, Py, P3, Py) une base de E. On a, B* la base duale de 1B, donc Vi, j, fi(Pj) = oY,
Ona

" = 1 est une racine deouble de P, = P; = (2X +1)(X —1)2,



fi(P) =0= P,(0) =0,
251133 z (1) z %Eé; z (1): = 0 est une racine double de P, = Py = (—2X + 3)(X)2.
fa(P2) =0= P,(0) =0,
( f1(Ps) = 0= P3(0) =0,
%E]lzg z (1) z ﬁzgég z (1)’ = 1 est une racine deouble de Py = P3 = X(X — 1)2'
| f1(P;) = 0= P}(0) =0,
( f1(Ps) = 0= P4(0) =0,
ﬁg%g : 8 z gzgég z 8: = 0 est une racine deouble de Py = Py = Xz(X —1).
| fa(Py) =1=P;(0) =0,

D’oix la base duale de B est 3*(Py, P>, P3, Py).

3) Déterminons les composantes de f dans la base B*.
Soient wy, xp, a3 et way les composantes de f dans B*.

Donc f = 061f1 + (Xzfz + 063f3 +10(4f4 = [lel(Pl) + DC2f2(P1) -+ [X3f3(P1) -+ [X4f4(P1) = Délfl(pl) = 7.
1

= a1 = f(P1) = [y Pi(t)dt = 5

De méme, on trouve « —1 N3 = 1 et wg = 1

,1 1 2—12,3—112 4= 75

Diou f = Efl + §f2 + Ef3 - Eﬂl-

Exercice: 6.
Soient IK un corps commutatif et E = K[X].
Montrer que pour toute forme linéaire ¢ de E, il existe un unique élément x = (x,)nen de K" tel que

p . P
P ( al-Xl) =Y a;x;.
=0 i=0

1
Correction exercice 6.

p . p )
Soit P € K[X] tel que P = Y a; X", alors ¢(P) = Y a;9(X").
i=0 i=0
On pose ¢(X') = x;, Vi € N.

p . P

Donc il existe une suite x = (xy)nen € KN telle que VP = Y. a; X', ¢(P) = Y a;x;. x est unique par
i=0 i=0

construction.

Exercice: 7.
Soit E = R", pour x = (x1,x2,...,Xn) € E, on pose fi(x) = x;j + xjpq pouri = 1,..,n—1et fu(x) =
.xn + xl.

1. Montrer que (f;)1<i<y est famille des formes linéaires sur E.

2. A quelle condition la famille (f;)1<i<, est une base de E*.

Correction exercice 7.

1) Soient (fi)1<i<n est une famille de formes linéaires , x = (x1,...,xy) et y = (y1,...,Yn) dans E et
AeR.
Pouri, 1 <i<m,ona fi(Ax+y) = Afi(x) + fi(y) et fu(Ax+y) = Afu(x) + fu(y).



2) Ona E est de dimension finie, il suffit de montrer que c’est une famille libre.
Soit (Aj)1<i<p tels que Y liminf; fj(x) = 0.
La derniere équation vraie en particulier pour x = (0, ...,0,1,0,...,0), on peut faire bouger la position
de 1, ce qui donne la systeme suivant

( AM+A=0
AM+Ar=0
= Donc Ay = —Ajet Ay = —Ap) =...= (—1)”_1)\n.
A1 +A =0

\

Lorsque n est impaire A; = 0, Vi, sinon on peut toujours trouver des solutions non nulles au systeme.

Exercice: 8 (Facultatif).

Soient V. = R, [X] I'espace des polynomes de degré < net B = (1,X, ..., X") une base de V.
Soit d I'endomorphisme de V qui a tout P € V associé son polynome dérivé P.

On pose 9" = d o ... 0 d (i facteur) pour i € N* et 3° = idy. On fixe n = 4.

(9'P)(0)

1. Pouri=0,...,n,on considere la forme linéaire V. — R, P +— ~—————=. Montrer que (¢o, 1, ..., Pn)
i!
est la base duale B* de la base B = (1, X, ..., X") de V.

2. Soit A € R, écrirela matrice A, exprimant la famille de vecteurs Cy = (1, X — A, (X — A)?,..., (X — A)")
dans la base B et montrer que C) est une base de V.

3. Soit u, I'endomorphisme de V tel que Matg(uy) = Ay, si p € R, pouvez-vous déterminer sans calcul
la matrice de uy, o uy puis celle de u;l sinon calculer A;l.

4. Soit C; la base duale de C,. Ecrire la matrice de passage Mat - (C3).

Exercice: 9 (Facultatif).
Soient E = Ry, 1[X] et x1, ..., x, € R distincts.

On note
(p,':E—>]R ot lPi:E—>]R
P P(xi) P— P’(xi)
1. Montrer que (@1, ..., Pn, Y1, ..., Pn) est une base de E*.

2. Chercher la base duale, on notera

x.
Loet d; = P(x)).




